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МЕТОД ПОБУДОВИ ОПЕРАТОРІВ ІЗ ЗАДАНИМИ ПРОЕКЦІЯМИ 
ВЗДОВЖ ПЕРЕТИННИХ ПРЯМИХ, ЯКІ ІНТЕРПОЛЮЮТЬ F(X, Y) 
В ТОЧКАХ ПЕРЕТИНУ ЦИХ ПРЯМИХ 
Запропоновано метод побудови операторів наближення функції f(x, y), який інтерполює 
f(x, y) в точках перетину прямих Γk, k = 1, 2, …, M і має проекції вздовж цих прямих, які 
збігаються з проекціями від f(x, y) вздовж цих прямих. Метод побудови операторів ін-
терполяції функцій двох змінних із заданими проекціями досліджується для випадку пе-
ретинних прямих, ніякі три з яких не перетинаються в одній точці. Розглянуто прикла-
ди побудови інтерполяційних операторів із заданими проекціями вздовж M = 3, 4 пере-
тинних прямих. 
Предложен метод построения операторов приближения функции f(x, y), который ин-
терполирует f(x, y) в точках пересечения прямыхΓk, k = 1, 2, …, M и имеет проекции 
вдоль этих прямых, совпадающих с проекциями от f(x, y) вдоль этих прямых. Метод по-
строения операторов интерполяции функций двух переменных с заданными проекциями 
исследуется для случая пересекающихся прямых, никакие три из которых не пересека-
ются в одной точке. Рассмотрены примеры построения интерполяционных операторов с 
заданными проекциями вдоль M = 3, 4 пересекающихся прямых. 
Вступ 
В роботах О. М. Литвина і О. О. Литвина наведено формулювання загального методу 
для побудови операторів наближення функцій двох змінних, які одночасно інтерполюють ці 
функції і мають задані проекції, а також наведено конкретні приклади для випадку, коли си-
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стема прямих, вздовж якої знаходяться проекції, є системою взаємно перпендикулярних 
прямих, паралельних осям координат. Метод дозволяє будувати наближені розв'язки 2D за-
дачі комп'ютерної томографії за умови, що невідомі значення функції в точках інтерполяції 
знаходяться з умови мінімуму деякого функціонала. В даній статті метод побудови операто-
рів інтерполяції функцій двох змінних із заданими проекціями досліджується для випадку 
перетинних прямих, ніякі три з яких не перетинаються в одній точці. 
В працях [1–9] дається аналітичний огляд відомих методів розв’язання плоскої та 
просторової задач комп’ютерної томографії. В працях [10–15] сформульована і доведена те-
орема про метод побудови операторів поліноміальної інтерполяції із заданими проекціями 
вздовж заданої системи прямих. В [10] викладено загальний метод наближеного розв’язання 
плоскої задачі радонівської комп’ютерної томографії (РКТ) за допомогою операторів інтер-
лінації функцій двох змінних. Чисельна реалізація цього методу реалізована в дисертаційній 
роботі О. О. Литвина [10] для випадку інтерлінації на системі взаємно перпендикулярних 
прямих, паралельних осям координат, вздовж яких проекції вважаються відомими. В класи-
чній задачі інтерполювання вважаються відомими множина точок (вузли інтерполяції) та 
значень наближуваної функції (яка може бути і невідома). Відомі формули для інтерполя-
ційних поліномів Лагранжа степеня та їх аналоги в теорії сплайн-інтерполяції є добре ви-
вченими з точки зору їх наближуючих властивостей. Водночас на практиці виникають ситу-
ації, коли, крім значень, відомими є також інтеграли від функції вздовж заданого відрізка, 
якому належать вузли інтерполяції. Такі інтеграли (проекції) виникають, зокрема, в комп'ю-
терній томографії і є основою для методів розв'язання плоскої задачі комп'ютерної томогра-
фії (КТ), тобто дозволяють наближено відновити функцію двох змінних, яка є щільністю або 
коефіцієнтом поглинання проникаючого опромінення досліджуваного тіла у заданій площи-
ні. Зазначимо, що в ком'ютерній томографії відсутні такі алгоритми відновлення внутрі-
шньої структури тіла, які можна назвати оптимальними, як, наприклад, оптимальні квадра-
турні формули Гаусса, оптимальні вузли інтерполяції тощо. Тому актуальною є побудова і 
дослідження операторів інтерполяції з відомими проекціями, які, на думку авторів цієї стат-
ті, можуть привести до побудови операторів 2D КТ з оптимальним вибором прямих, вздовж 
яких знаходяться проекції. 
1. Постановка проблеми 
В даній роботі розв'язується задача: для M (M ≥ 2) перетинних прямих, серед яких 
немає паралельних, тобто кожна пряма перетинається з усіма іншими (M – 1) прямими, при-
чому в одній точці не перетинаються більше ніж дві прямі, побудувати оператор Lf(x, y) з 
властивостями 
1. Lf(xkl, ykl) = f(xkl, ykl), k, l = 1, 2, …, M, k ≠ l, 
2. k
ГГ
adsyxfdsyxLf
kk
== ∫∫ ),(),( , k = 1, 2, …, M, 
де }0),(:),{( 21 =γ−ω+ω=ω= kkkkk yxyxyxГ , lkГГyx lkklklkk ≠∩==ω+ω ,),(,12221 ; числа ak 
будемо називати проекціями, як це прийнято в комп'ютерній томографії. Припустимо, що 
suppf(x, y) = D [0, 1]2 і (xkl, ykl) ∈ D ∀k, l = 1, 2, …, M, k ≠ l. 
2. Аналіз літератури 
Сформулюємо деякі відомі теореми (теореми 1–4), твердження яких будуть викорис-
тані далі в теоремі 5. Нехай оператор OM({Jk}; U, x, y) інтерлінує функцію f  на вибраній 
системі прямих Γk, k = 1, 2, …, M, тобто задовольняє такі умови: 
 kkkkkkkM ГyxtftytxfyxfyxUfO ∈=== ),(),())(),((),(),;};({ , 
де tk – деякий параметр на прямій Γk, pj
riijuU
,1
,1
][ =
=
=  – деяка матриця, або 
rijuU ,1][ ==  – деякий 
вектор невідомих сталих. 
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Теорема 1 [10]. Існують такі оператори Jk = Jk(ak; U; tk) ≈ fk(tk), k = 1, 2, …M та 
OM({fk}; U, x, y), що для оператора OM({Jk}; U, x, y) виконуються дві рівності  
 MpadsyxUJO p
Г
kM
p
K,2,1,),,};({ ==∫  (1) 
 lkMlkuyxUJO klklklkM ≠== ;,2,1,,),,};({ K  (2) 
незалежно від вибору матриці. 
Доведення цієї теореми істотно використовує два типи операторів: перший O1f(x, y), 
який є оператором інтерлінації функції f(x, y) на заданій системі перетинних прямих, і опе-
ратори другого типу Jkf, які є операторами інтерполяції у точках перетину прямої Γk з інши-
ми прямими і мають задану проекцію вздовж прямої Γk. В наведеній нижче теоремі 2 дано 
явний вигляд оператора OM({Jk}; U, x, y) для випадку, коли система прямих Γk є взаємно пе-
рпендикулярною. 
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де функції ψi(x) ϕj(y) такі, що ψi(xp) = δi,p, i, p = 0, 1, …, m; 
( ) ( ) nqjdyydxxy jiqjqj ,0,;0,)(
1
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,
==φ=ψδ=φ ∫∫  (базисні інтерполяційні поліноми або сплайни 
hi, Hj задовольняють умови hi(xp) = δi,p, i, p = 0, 1, …, m Hj(yq) = δi,p, j, q = 0, 1, …, n), 
має такі властивості: 
 
∫∫∫∫ =γ==γ=
==∈∀=
1
0
)1(
1
0
1
0
)2(
1
0
),(),(,),(),(
,,2,1,,2,1,),(
dxyxfdxyxOdyyxfdyyxO
nmkRUUyxO
mnkkkmn
kkkmn
lll
lll
KlK
 
Для побудови цього оператора використовується формула інтерлінації на системі 
взаємно перпендикулярних прямих 
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з властивостями Omn(xk, y) = f(xk, y), Omn(x, yl) = f(x, yl), k = 1, 2, …, m; l = 1, 2, …, n. 
Нижче викладемо деякі аспекти чисельної реалізації вказаної теореми 1 для випадку 
M перетинних прямих, жодні три з яких не перетинаються в одній точці і серед яких нема 
паралельних. 
Для розв'язання поставленої задачі будемо використовувати оператор ),( yxfOM  ін-
терлінації [14,15] функції f(x, y) на системі прямих Γk, k = 1, 2, …, M, 
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з властивостями 
 MkyxyxfO
kk
kM K,2,1,),(),( =ϕ= ΓΓ , (4) 
де Γk : ωk(x, y) = xωk1 + yωk2 – γk = 0, k = 1, 2, …, M – сім'я перетинних прямих, жодні три з 
яких не перетинаються в одній точці, 
 Akl = (xkl, ykl), (k, l) ∈ ℜ = {(k, l) | Γk∩Γl = Akl; k ≠ l}, k, l, = 1, 2, …, M 
точки перетину прямих Γk та Γl. 
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Для побудови операторів Jk(ak, U; tk) будемо використовувати такі твердження. 
Теорема 3 [10]. Поліном Lrg(x) степеня r2, що інтерполює функцію g(x) у точках 
0 < x1 < … < xr < 1 
 Lrg(xp) = g(xp),     p = 1, 2, …, n 
і має задане значення інтеграла 
 dxgdxxgadxxgLr ∫∫∫ ===
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можна написати у вигляді 
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Теорема 4 [10]. Хай система вузлів 0 ≤ x1 ≤ … ≤ xr ≤ 1 задовольняє умову 
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кожній неперервній функції g(x) ∈ C(I), I = [0, 1] ставить у відповідність поліном найменшо-
го степеня r з властивостями 
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Основні твердження статті 
Теорема 5. Якщо у введеному вище операторі ),;};({),( yxUOyxfO kMM φ=  замість 
функцій-слідів ϕk(tk), k = 1, 2, …, M підставити оператори одновимірної інтерполяції 
LM–1(ϕk, tk) з властивостями LM–1(ϕk, tki) = uki, i = 1, 2, …, M – 1, де tki – значення параметра tk 
(tk = x або tk = y), якому на прямій Γk відповідає точка (xki, yki)
 
та k
Г
kkkM adttL
k
=ϕ∫ − ),(1 , то 
отримаємо оператор OM({LM–1(ϕk, tk)}; {U}; x, y) з властивостями 
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Доведення: 
З властивостей (4) випливає, що MldttdsyxUO
ll Г
lll
Г
kM ,,2,1,)(),;};({ K=ϕ=ϕ ∫∫ . То-
му якщо замість ϕl(tl) підставимо оператор Jl(U; al; tl) з властивостями l
Г
llll adttaUJ
l
=∫ ),;( , то 
отримаємо, що MladsyxUtaUJO
ll Г
l
Г
kkkm ,,2,1,),;)};,;(({ K== ∫∫ . 
Оскільки оператори Jl(U; al; tl) інтерполюють значення ukl при tl = tkl, то виконуються 
також інтерполяційні властивості jiMjiuyxUtaUJO ijijijkkkm ≠== ,,,2,1,,),;)};,;(({ K . 
Теорема 5 доведена.
 
Отже, побудова потрібного оператора може бути виконана за такими кроками: 
Крок 1. Використовуємо оператор ),( yxfOM
 
інтерлінації функцій f(x, y) на системі 
M (M ≥ 3) перетинних прямих, ніякі три з яких не перетинаються в одній точці та між ними 
немає паралельних, тобто оператор ),( yxfOM  з властивостями  
 MkyxyxfyxfO
kkk
kM K,2,1,),(),(),( =ϕ== ΓΓΓ . 
Крок 2. Замінюємо сліди ϕk(x, y) функції f(x, y) як функції однієї змінної (x або y, або 
tk) операторами інтерполяції із заданими проекціями. В результаті отримаємо шуканий опе-
ратор. 
Розглянемо приклади 
Приклад 1. Нехай M = 3 і задано три прямі 
Γk : ωk(x, y) = 0, k = 1, 2, 3 
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які перетинаються в точках A12(0,1; 0,9), A13(0,5; 0,5), 
A23(0,2; 0,1) (рис. 1). 
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Рис 1. Графіки трьох прямих, 
вздовж яких знаходяться проекції, 
і три точки інтерполяції 
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Використаємо формулу для побудови оператора, який в точках перетину цих прямих 
набуває значення, що збігаються із значеннями наближуваної функції, і має інтеграли 
вздовж цих прямих, які збігаються з проекціями вздовж цих прямих від наближуваної функ-
ції f(x, y) 
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Підставляємо ці формули у (3) 
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Приклад 2. Нехай M = 4 і задано чотири прямі Γk : ωk(x, y) = 0, k = 1, 2, 3, 4 
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Використаємо формулу для побудови опера-
тора, який в точках перетину цих прямих набуває зна-
чення, що збігається із значеннями наближуваної фу-
нкції і має інтеграли вздовж цих прямих, які збігають-
ся з проекціями вздовж цих прямих від наближуваної 
функції f(x, y) 
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Рис 2. Графіки прямих Γk k = 1, 2, 3, 4 
та точки їх перетину 
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Формула (10) і є шуканою формулою з властивостями 
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Висновки 
В даній статті запропоновано метод побудови операторів наближення функції f(x, y), 
який інтерполює f(x, y) в точках перетину прямих Γk k = 1, 2, …, M і має проекції вздовж цих 
прямих, які збігаються з проекціями від f(x, y) вздовж цих прямих. Розглянуто приклади по-
будови інтерполяційних операторів із заданими проекціями вздовж M = 3, 4 перетинних 
прямих. 
Автори планують використати ці результати для розробки методу розв'язання плос-
кої задачі РКТ, в якій значення f(xkl, ykl) є невідомими, а відомі лише проекції ∫
kГ
dsyxf ),( , 
k = 1, 2, …, M. 
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